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Streszczenie

Wyznaczono przebiegi krzywych kinetycznych dla reakcji ztozonych przy uzyciu metody
Monte Carlo. Rozwazono zaréwno odwracalne, jak i nicodwracalne reakcje rownolegte, na-
stepcze, nastepczo-rownolegte oraz autokatalityczne. Wykazano catkowita zgodno$¢ wynikow
symulacji stochastycznych z wynikami otrzymanymi w oparciu o modele deterministyczne.
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Abstract

Kinetic curves for multiple reactions have been determined by the means of the Monte Carlo
method. Both reversible and nonreversible parallel, series, series-parallel and autocatalytic
reactions have been taken under consideration. The complete consistency between results
of stochastic calculations and results obtained with the use of deterministic models has been
shown.
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Oznaczenia

C —  stezenie [mol/dm?]

k — stala szybkosci reakcji [1/s — jednostka obowiazujaca dla reakcji
I rzedu]

q — liczba losowa z przedziatu [0, 1]

r —  szybkos$¢ reakcji [mol/(dm’s) — jednostka obowigzujaca dla reakcji
I rzedu]

t — czas [s]

X — ulamek molowy

Q — wielkos¢ z zakresu [0, 1] wykorzystywana do losowania reakcji

T — czas bezwymiarowy

Indeksy

0 —  wartos¢ poczatkowa

1,2,3,4 — reakcje chemiczne

A,B,C,D,E, P — reagenty
i — i-ty reagent

1. Wstep

Idea metod Monte Carlo polega na uzyciu technik statystycznych do rozwigzywania za-
dan z analizy [1, 2]. Sg one stosowane, jesli rozwigzania danego zagadnienia nie mozna
znalez¢ explicite metodami analitycznymi, znalezienie takiego rozwigzania jest skompli-
kowane lub gdy numeryczne rozwigzywanie roéwnan roézniczkowych lub catkowo-roznicz-
kowych jest bardzo czasochtonne [3]. Zastosowanie metod Monte Carlo do modelowania
i symulacji ztozonych procesow pozwala na oszczgdnos¢ czasu i mocy obliczeniowej. Ich
pomystodawca byt Stanistaw Ulam [4] — matematyk polsko-zydowskiego pochodzenia, kto-
ry m.in. uczestniczyt w amerykanskim programie budowy bomby atomowej, pracujac w Los
Alamos. Okres$lenie ,,metoda Monte Carlo” zostato pierwszy raz uzyte w 1949 r. [5]. Nazwa
ta miala wskazywaé na wptyw prawdopodobienstwa i czynnikow losowych na dziatanie al-
gorytmu obliczeniowego. Odroznia to stochastyczne metody obliczeniowe od metod deter-
ministycznych opartych na zaleznosciach analitycznych. Implementacja komputerowa me-
tod stochastycznych wymaga zastosowania generatorow liczb pseudolosowych [2, 6], przy
czym gtdwna role petnig generatory liczb pseudolosowych z przedziatu [0, 1] o rozktadzie
roéwnomiernym.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie zastosowania techniki Monte Carlo w proble-
mach z zakresu chemii i inzynierii chemicznej. Wykorzystujac metod¢ Monte Carlo, wyzna-
czono krzywe kinetyczne dla ztozonych reakcji chemicznych. Krzywe kinetyczne okreslaja
zmiang st¢zen reagentdw w czasie reakcji [7]. Rozwazono reakcje rownolegle, nastepcze,
nastgpczo-rownolegle oraz autokatalityczne zachodzace w reaktorze okresowym. Przykta-
dem reakcji rownoleglej jest rownoczesne katalityczne utlenianie alkoholi do aldehydow
i ich odwadnianie do olefin [8]. Reakcje nastgpcze to np.: halogenowanie weglowodorow
z utworzeniem pochodnych jedno-, dwupodstawionych itd., redukcyjne odchlorowanie chlo-
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rowcopochodnych etylenu, tworzenie i rozpad izotopoéw promieniotworczych, reakcje poli-
meryzacji [8—10]. Przyktad reakcji autokatalitycznej [11] stanowi redukcja nadmanganianu
potasu przy uzyciu kwasu szczawiowego w srodowisku kwasnym, w ktorej rolg katalizatora
petnia powstajace jony manganu (II).

Wyniki otrzymane metoda Monte Carlo porownano z wynikami uzyskanymi w oparciu
o modele deterministyczne, tj. otrzymanymi przez rozwigzanie rownan rézniczkowych po-
wstatych z potaczenia odpowiedniego rownania kinetycznego:

r=kT)-f(Cy, Cy, ) (1
z rownaniem definiujagcym szybkos¢ reakcji chemicznej:

n:i% (2)

2. Reakcje réwnolegle

Rozwazajac dwie nieodwracalne jednoczasteczkowe reakcje rownolegle I rzedu:

mozna stwierdzi¢, ze prawdopodobienstwo utworzenia danego produktu: B lub C jest tym
wigksze, im wigksze jest stezenie substratu C, oraz im wigkszg wartos¢ ma stata szybkosci
reakcji tworzenia tego produktu, odpowiednio k, i k,, W celu uwzglednienia w algorytmie
Monte Carlo wptywu wartosci statych szybkosci reakcji na przebieg procesu, wprowadzono
wielkos¢ Q:

o=t 3)
k12
gdzie:
k, =k +k, 4)

Wartosci Q znajduja si¢ w przedziale od 0 do 1.
Algorytm Monte Carlo dla dwodch nieodwracalnych, jednoczasteczkowych reakcji
réwnoleghych I rzedu sktada si¢ z czterech krokow [12]:
I.  Ustalenie skladu poczatkowego mieszaniny reakcyjnej
Przyktadowe liczby molekut w mieszaninie poczatkowej: A = 40000, B =0, C =0.
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IL.

III.

Iv.

Losowanie molekul
W uktadzie znajduja si¢ molekuty A, B oraz C, przy czym jedynie molekuty A sg zdolne
do reakgc;ji. Jesli wylosowano A, reakcja zajdzie. Jezeli wylosowano B lub C, reakcja nie
zajdzie.
Losowanie reakcji
Jesli w drugim kroku algorytmu wylosowano molekute A, nalezy okresli¢, ktora
z dwoch mozliwych reakcji bedzie zachodzi¢. W tym celu generowana jest liczba loso-
wa ¢ z przedziatu [0, 1]. Reakcja tworzenia produktu B (reakcja 1) zajdzie, gdy Q < g,
natomiast reakcja tworzenia produktu C (reakcja 2) zajdzie, gdy Q > g. W ten sposob
liczba przemian chemicznych zachodzacych w kierunku B jest proporcjonalna do liczby
molekut A i do stalej k,, a liczba przemian w kierunku C jest proporcjonalna do liczby
molekut A i do stalej k.
Na rys. 1 przedstawiono ide¢ losowania reakcji dla przyktadowych wartosci statych
szybkosci reakcji: k, = 0,05 1/s, k, = 0,1 1/s. Wartos¢ € jest rowna 2/3 i dzieli odcinek
[0, 1] w stosunku 2:1. Przedzial odpowiadajacy reakcji 1 jest dwa razy krotszy niz dla
reakcji 2, a zatem prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w tym przedziale, czyli wyloso-
wania liczby ¢ wiekszej od Q, jest rOwniez dwa razy mniejsze. Wynika to ze stosunku
statych szybkosci reakcji: k,/k, = 2.
Zmiana liczby molekul
Liczba molekut w mieszaninie jest zmieniana zgodnie ze schematem reakcji, ktora zaszta.
Jezeli zaszta reakcja 1, to liczba molekut A maleje o 1, a liczba molekut B rosnie o 1. Licz-
ba molekut C pozostaje bez zmian. W przypadku gdy zaszla reakcja 2, liczba molekut A
maleje o 1, liczba molekut C — rosnie o 1, a liczba molekut B pozostaje bez zmian.
Przedstawiona powyzej procedura jest powtarzana wiele razy. Liczba powtdrzen jest pro-

porcjonalna do czasu, a liczba molekut danego sktadnika — do jego st¢zenia.

Reakcja 2 Reakcja 1
k,=0,11/s Q k,=0,051/s

n
0 2/3 1

Rys. 1. Losowanie reakcji — podziat odcinka [0, 1] dla k/k, =2

Fig. 1. Drawing of reaction — division of a section [0, 1] for k,/k =2

Model deterministyczny dla uktadu dwodch nieodwracalnych reakcji rownolegltych jest

oparty na nastgpujacych zaleznosciach [8]:

X, =exp(—1) (%)

%y =2 [1-exp(-0)] ©

12

Xe=l-x, —xp (7
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Rys. 2. Krzywe kinetyczne dla reakcji rownoleglych a) dwie reakcje nieodwracalne: £ = 0,001 1/s,

k, = 0,002 1/s, b) odwracalna reakcja tworzenia B i nieodwracalna reakcja tworzenia C:

k, = 0,005 /s, k, = 0,005 1/s, k, = 0,002 1/s, c) dwie odwracalne reakcje: k, = 0,02 1/s,
k,=0,06 1/s, k, = 0,05 1/s, k, = 0,02 1/s

Fig. 2. Kinetic curves for parallel reactions a) two irreversible parallel reactions: k, = 0,001 1/s,

k, = 0,002 1/s, b) reversible formation of B and irreversible formation of C: k, = 0,005 1/s,

k,= 0,005 1/s, k, = 0,002 1/s, c) two reversible parallel reactions: k, = 0,02 1/s, k, = 0,06 1/s,
k,=0,051/s,k,=0,02 1/s

przy czymx, = 1, x,, = 0, x,, = 0. Wielko$¢ k,, jest dana zaleznoScig (4). Czas bezwymiaro-
wy T zdefiniowano nastgpujaco:

T=k,t ®)

Mozna rozwazy¢ roéwniez uktad dwodch reakcji rownolegtych, z ktorych jedna lub obie
sg odwracalne:
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Ak/k A‘/l/vkz

2

W przypadku algorytmu Monte Carlo dla schematu reakcyjnego, w ktorym reakcja two-
rzenia produktu B jest odwracalna, a reakcja tworzenia produktu C nieodwracalna, nalezy
uwzgledni¢, ze zar6wno molekuty A, jak i B sg zdolne do reakcji. Jesli obie z reakcji row-
nolegtych sa odwracalne, to kazda z molekut A, B, C jest zdolna do reakcji. Ponadto w obu
rozwazanych przypadkach losowanie reakcji wymaga wprowadzenia kilku odmiennie (niz
w postaci wzoru (3)) zdefiniowanych wielkosci Q.

Wyniki symulacji dla reakcji rownolegtych przedstawiono na rys. 2. Na rys. 2a zaprezen-
towano krzywe kinetyczne dla dwoch jednoczasteczkowych, nieodwracalnych reakcji row-
nolegtych I rzgdu. Na osi pionowej wystepujg utamki molowe poszczegolnych sktadnikow x,
(i=A, B, C), ana osi poziomej bezwymiarowy czas reakcji t. Punkty odpowiadaja krzywym
wyznaczonym metodg analityczng (wzory (5)—(8) modelu deterministycznego), natomiast
linie ciagle — krzywym znalezionym metoda Monte Carlo. Z rysunku wynika, ze istnieje
dobra zgodnos¢ przebiegdéw wyznaczonych deterministycznie i stochastycznie. Na rys. 2b
przedstawiono krzywe kinetyczne dla uktadu dwoch reakcji rownolegtych, przy czym reak-
cja tworzenia produktu B jest odwracalna, a reakcja tworzenia produktu C — nicodwracalna.
Rys. 2¢ dotyczy dwodch odwracalnych reakcji rownolegtych. Podobne krzywe stanowiace
ilustracj¢ rozwigzania analitycznego przedstawiono w [13].

B r _B
3

3. Reakcje nastepcze

Schemat dwoch jednoczasteczkowych reakcji nastgpczych I rzgdu ma postac:

k] k2
A —>B—» C

Na algorytm Monte Carlo dla rozwazanego uktadu reakcji sktadaja si¢ nastepujace kroki:

I. Ustalenie skladu poczatkowego mieszaniny reakcyjnej
Przyktadowo: A =20000, B=0, C=0.

II. Losowanie molekul
Jesli sposrod molekut A, B, C wystepujacych w uktadzie wylosowano A lub B, to reak-
cja moze zajs¢. W przypadku wylosowania molekuly C, reakcja nie zajdzie, poniewaz
tylko molekuty A i B sg zdolne do reakcji.

III. Losowanie reakcji
Jesli w punkcie I1 zostata wylosowana molekuta A lub B, przeprowadzane jest losowa-
nie, majace na celu stwierdzenie czy i jaka reakcja zajdzie. W tym celu losowana jest
liczba q z przedziatu [0, 1]1 wykorzystywana wielko$¢ Q zdefiniowana wzorem (3). Jesli
wylosowano molekute A oraz Q < ¢, zajdzie reakcja tworzenia produktu B (reakcja 1).
Jesli wylosowano molekule B oraz Q > ¢, zajdzie przemiana chemiczna produktu po-
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sredniego B w kierunku tworzenia produktu C (reakcja 2). W innych przypadkach reak-
cja w uktadzie nie zajdzie.
IV. Zmiana liczby molekul
Jezeli zaszla reakcja 1, to liczba molekut A maleje o 1, liczba molekut B rosnie o 1,
a liczba molekut C pozostaje bez zmian. Jesli zaszta reakcja 2, to liczba molekut B ma-
leje o 1, liczba molekut C — rosnie o 1, natomiast liczba molekut A pozostaje bez zmian.
Wyniki otrzymane metoda Monte Carlo zostang porownane z wynikami otrzymanymi
W oparciu o nastgpujace zaleznosci sktadajace si¢ na model deterministyczny [8]:

N =exp{—:—1t} )

12

b = k {exp(—ﬂrj—exp[—k—zrﬂ (10)
k 2 _kl k12 k12
Wzory (9) i (10) obowigzujg dlax, =1, x,, = 0, x ., = 0. Bezwymiarowy czas t zdefiniowano
wzorem (8). Wielko$¢ k , jest dana zaleznoscig (4). Utamek molowy x . obliczano z wzoru
(7) jako dopeienie do jednosci.
W przypadku kilku nastgpczych reakcji jednoczasteczkowych I rzgdu:
k, k k k

A—>»B—>»C—»D—=>E

algorytm Monte Carlo jest analogiczny do uktadu dwoéch reakcji nastepczych, przy czym
wymaga zastosowania odpowiednich modyfikacji.

a) b)
1 1
Monte Carlo model (& Monte Carlo model
® ® O deterministic model A
A
. B
N < c
E
B
D
0 . oo 0
0 0
T T

Rys. 3. Krzywe kinetyczne dla reakcji nastgpczych a) dwie reakcje nastgpcze: k, = 0,005 1/s,
k,= 0,002 1/s (k/k, = 2,5), b) cztery reakcje nastepcze: k= 0,020 1/s, k, = 0,010 1/s,
k,= 0,005 1/s, k, = 0,020 1/s

Fig. 3. Kinetic curves for series reactions a) two reactions in series: k, = 0,005 1/s, k, = 0,002 1/s
(k,/k,=2,5), b) four reactions in series: k, = 0,020 1/s, k,= 0,010 1/s, k, =0,0051/s, k, = 0,020 1/s
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Wyniki symulacji zmian st¢zenia w czasie reakcji nastgpczych przedstawiono na rys. 3.
Rys. 3a dotyczy uktadu dwoch reakcji nastepezych, przy czym k /k, = 2,5. Szybkos¢ ogolna
reakcji jest kontrolowana przez reakcje 2, ktora stanowi wolniejszy z dwoch etapow reakeji
ztozonej. Analiza rys. 2a pozwala stwierdzi¢, ze przebiegi krzywych kinetycznych wyzna-
czone metoda Monte Carlo wykazuja dobra zgodno$¢ z przebiegami wyznaczonymi przy
wykorzystaniu zaleznosci analitycznych. Na rys. 3b przedstawiono wyniki symulacji opar-
tych na algorytmie Monte Carlo dla tancucha czterech reakcji nastgpczych. Analogiczne
krzywe kinetyczne odpowiadajace modelowi deterministycznemu zaprezentowano w [14].

4. Reakcje szeregowo-réownolegle

Przedmiotem rozwazan beda reakcje zachodzace zgodnie ze schematem Denbigha
[9, 14, 15]:

k, D

k, B
A/ }‘E
k\AC

2

W algorytmie Monte Carlo do losowania reakcji wykorzystano wielkosci:

k k k
Q:i’ Ql:k_z’ szk_4 (11)
12 34
gdzie:
k, =k +k, (12)
k=k,+k, (13)

Stata k, jest dana wzorem (4).

W celu okreslenia, ktora z mozliwych czterech reakcji zajdzie, losowane sg kolejno dwie
liczby z przedziatu [0, 1]: ¢, ¢,. Przemiana w kierunku utworzenia produktu posredniego B
zajdzie, jesli sposrod molekut A, B, C, D, E wylosowano A, a liczby ¢, ¢, spetniajg warunki:
Q <gq, Q <gq, Jezeli wylosowano A oraz Q < g, 1 Q, > g, przebiegnie reakcja tworzenia
produktu C. Jesli zostata wylosowana molekuta B oraz Q > g, i Q, < g,, nastapi przemia-
na w kierunku utworzenia produktu D. Reakcja w kierunku utworzenia produktu E zajdzie
w przypadku wylosowania B oraz Q> ¢, 1 Q, > g,.

Rozwigzanie analityczne dla rozwazanego ukladu reakcji ma postac [9, 14]:

R exp(—%‘tj (14)
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k, ki j ( ks, j ( ks ]
Xy =Xyg———| €Xp| ——=1T |—exXp| ——=17T | |+ Xy, EXp| ——— 7T 15
B A0k34_k|2|: p( A p X Bo EXP A (15)
k, k
Xe =X, —| 1—exp| ——21 | [+ x_. 16
C A0k12|: p( X ﬂ co (16)
_ky _ky
. ik, exp[ f rj_exp( T .
? A k34 _k12 k34 klZ

(17)

X, X — gty
E A0
k34 —k 12 k34 klz
(18)
k k
4 34
+X 5 =350 . I—exp % T ||+ Xg
127434 34
a) b)
1 1
Monte Carlo model Monte Carlo model
H B B deterministic model (A) H N N deterministic model (A)
A + <+ 4 deterministic model (B) 4+ <+ <+ deterministic model (B)
® @ @ deterministic model (C) ® @ @ deterministic model (C)
A A A deterministic model (D) A A A deterministic model (D)
4 ¢ ¢ deterministic model (E) 4 & & deterministic model (E)
< X A D
D
(e C
;)
B E
L
b
0 E 0
0 0
T T

Rys. 4. Krzywe kinetyczne dla schematu reakcyjnego Denbigha: &, = 0,01 1/s, k£, = 0,005 1/s,
k,=0,025 1/s, k,= 0,006 1/s a)x, = 1,x,,=0,x,=0,x,,=0,x,,=0,b)x, =05, x,,= 0,25,

>7rCo > 7'D0O > E0
X = 0,15, x,,= 0,05, x,, = 0,05

DO EO

Fig. 4. Kinetic curves for the Denbigh reaction scheme: k, = 0,01 1/s, k, = 0,005 1/s, k, = 0,025 1/s,
k,= 0,006 1/sa)x, =1, x,, =0,x,=0,x,,=0,x,=0,b)x,, =0,5,x,, = 0,25, x, = 0,15,
X, = 0,05, x,, = 0,05
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Czas bezwymiarowy zdefiniowano nastepujaco:
T=kt (19)

Na rys. 4 przedstawiono wyniki symulacji dla reakcji zachodzacych zgodnie ze schema-
tem Denbigha. Rys. 4a dotyczy przypadku, gdy w reaktorze w chwili poczatkowej znajduja
si¢ jedynie molekuly substratu A, natomiast rys. 4b odnosi si¢ do uktadu, w ktérym miesza-
nina poczatkowa zawierala zarowno substrat A, jak i produkty B ,C, D, E. Na obu rysunkach
przebiegi krzywych kinetycznych wyznaczone metodg Monte Carlo i metodg analityczng
wykazuja dobra zgodnos¢.

5. Reakcje autokatalityczne

W przypadku reakcji autokatalitycznych produkt reakc;ji jest jednoczesnie jej katalizato-
rem:

k
A+P —8» P+P

Algorytm Monte Carlo dla reakcji autokatalitycznej ma postaé:
I.  Ustalenie skladu poczatkowego mieszaniny reakcyjnej
Sktad poczatkowy jest okreslany poprzez podanie utamka molowego katalizatora x,,
oraz sumarycznej liczby molekut w uktadzie S = A + P.
II. Losowanie dwoch molekul
Jesli wylosowano molekute A i molekute P, reakcja zajdzie. Jesli wylosowano dwie
molekuty A lub dwie molekuly P, reakcja nie zajdzie.
III. Zmiana liczby molekul
Jezeli w ukladzie zaszla reakcja, liczba molekul A maleje o 1, a liczba molekut P
ros$nie o 1.
Analityczne zaleznosci kinetyczne dla reakcji autokatalitycznej maja postaé [8]:

1
1+Z
xA = 1 (20)
b+1)t [+—
exp[( )T] P
Xp=1-x, 21
gdzie:
X
b= 20 (22)
1—xpg

Bezwymiarowy czas t zdefiniowano wzorem (19), przy czym £ to stata szybko$ci reakcji
autokatalitycznej.
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Monte Carlo Mogtsi Carlo
model model
N deteministic N deterministic
A A Ao A A A

model

T T

Rys. 5. Krzywe kinetyczne dla reakcji autokatalitycznej a) x,, = 0,002, b) x,; = 0,00002

Fig. 5. Kinetic curves for autocatalytic reaction a) x,, = 0,002, b) x,, = 0,00002

Na rys. 5 przedstawiono krzywe kinetyczne dla reakcji autokatalitycznych dla dwoch
réznych wartos$ci stezenia produktu P w mieszaninie poczatkowej. Z porownania rysunkow
Sa i 5b wynika, ze wraz ze wzrostem poczatkowego stezenia katalizatora, rosnie szybkosé¢
reakcji. Krzywe wykazuja charakterystyczne punkty przegiecia. Zgodno$é przebiegow de-
terministycznych 1 stochastycznych jest dobra.

6. Whnioski

1. Dla ztozonych reakcji chemicznych réownolegtych, nastepczych, autokatalitycznych
i szeregowo-rownolegltych stwierdzono, ze przebiegi krzywych kinetycznych wyznaczo-
ne metoda Monte Carlo sg zgodne z przebiegami wyznaczonymi metodg analityczna, tj.
przez rozwigzanie rownan rozniczkowych;

2. Mozliwos¢ wykorzystania algorytmu stochastycznego ma znaczenie szczeg6lnie w przy-
padku skomplikowanych schematéw reakcyjnych;

3. Zastosowanie metody Monte Carlo do wyznaczania krzywych kinetycznych skompli-
kowanych schematow reakcyjnych, dla ktorych model deterministyczny jest trudny do
uzyskania, pozwala na szybkie rozwigzanie problemu z dobrg doktadnoscia.

Prace zrealizowano w ramach projektu ,, Politechnika XXI wieku — Program rozwojowy Politechni-
ki Krakowskiej — najwyzszej jakosci dydaktyka dla przysztych polskich inZynierow” wspotfinanso-
wanego ze Srodkow Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego; umowa nr
UDA-POKL.04.01.01-00-029/10-00.
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